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摘 要 推导了面内剪应力应变关系非线性的复合材料的杂交应力有限元列式, 给出了位移迭代和应力迭代







































(横向 )和厚度方向 (垂向 )分别为 1轴、2轴和 3轴.
假设材料为横观各向同性,且 2 3平面为各向同性
















































性有限元分析计算中, 如果采用 N ew ton Raphson等
非线性迭代方法, 计算切线刚度矩阵必须采用瞬时
应力 应变关系
= S ( 2)
其中, = ( 11 22 33 23 31 12 )
T
, =
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S =
S11 S12 S13 0 0 0
S21 S22 S23 0 0 0
S31 S32 S33 0 0 0
0 0 0 S44 0 0
0 0 0 0 S55 0





, S21 = -
21
E11
















































i i = P ( 3)




1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0










( 1 + i ) ( 1 + i ) ( 1 + i )
式中
i =
1, i = 2, 3, 6, 7
- 1, i = 1, 4, 5, 8
i =
1, i = 3, 4, 7, 8
- 1, i = 1, 2, 5, 6
i =
1, i = 1, 2, 3, 4
- 1, i = 5, 6, 7, 8
于是单元应变场为
= D u = B q ( 5)
其中, D为微分算子矩阵, B = DN为几何矩阵. 利用



































































利用驻值条件 RH / q = 0可以得到杂交元矩阵
控制方程
Kq = f ( 11)







数,而 又与 q有关,因此杂交元切线刚度矩阵K 是 q






q0 = 0, 0 = 0, R0 = f
步骤 2 利用初始应力场形成 (线性 )材料矩阵
及其 (线性 )刚度矩阵
S0 = S ( 0 ), K 0 = K ( S0 )
步骤 3 计算剩余载荷引起的节点位移增量,
并由此计算节点位移解
K k qk = Rk, qk+ 1 = qk + qk
步骤 4 调用非线性应力迭代子程序,利用节
点位移求解单元应力场
k+ 1 = ( qk+ 1 )
步骤 5 利用应力计算材料矩阵及其切线刚度
矩阵
Sk+ 1 = S ( k+ 1 ), K k+1 = K (Sk+ 1 )
步骤 6 利用切线刚度矩阵计算剩余载荷
Rk+ 1 = Rk - K k+ 1 qk
若剩余载荷满足误差要求 Rk+ 1 2 < 1则结
束,否则重复步骤 3.
在上述的非线性杂交元的迭代过程中, 每次位
移迭代都需要由节点位移 q求解单元应力场 . 当
求出近似解 q以后, 因为S是 的非线性函数, 而H
又是S的函数,所以方程 (12)是关于 非线性的.采
用简单迭代法求解单元应力场, 由 ( 12)可以直接构
造迭代格式
k+ 1 = ( k ) (13)












- c, k+ 1 = ( k ) =
*
+ c ( 14)
其中,
*
为 = ( )的精确解, c 0. 利用简单
迭代法 ( 13),考虑非线性方程
f ( ) = - ( ) = 0 ( 15)
更为一般的迭代格式
k+ 1 = ( k ) = k - A
- 1
f ( k ) ( 16)
显然,当A = D f ( k )时迭代格式 ( 16)即为 New ton
法. 如果取A
- 1
= ( 1- ) I ,则
k+ 1 = ( k ) = k + (1 - ) ( k )
( 17)
把 ( 14)代入 (17)有
k+ 1 = ( k ) =
*
+ (1 - 2 ) c ( 18)
如果迭代格式 ( 18)给出收敛解, 即
*
= ( k ), 则
由 ( 18)及 c 0, 要求 = 1 /2, 因此, 本文采用以下
方法迭代求解应力场
k+ 1 = ( k ) =
1
2
( k + ( k ) ) ( 19)
具体迭代步骤为:
步骤 1 设置初始应力场: 0 = 0;并利用节点
位移计算: Gq ;
步骤 2 利用初始应力场形成 (线性 )材料矩阵
及其杂交元柔度矩阵
S0 = S ( 0 ), H 0 = H ( S0 )
步骤 3 利用迭代方法计算新的应力场
k+1 = ( k )




Sk+ 1 = S ( k+ 1 ), H k+ 1 = H (Sk+ 1 )
重复执行步骤 3.
3 数值算例
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图 3为横向剪切载荷下的简支梁数值计算模
型,复合材料的铺层角 = 30 ,载荷 F = 2. 0 10
7
,




















图 7 点 A垂直位移 载荷关系图 (NL2为新迭代法 )
图 8 点 A垂直位移 载荷关系图 (NL2为
新迭代法; P18为杂交元, H8为等参元 )
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4 结论
建立了非线性复合材料模型的杂交应力有限元
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AN EFFECTIVE ITERATIVEMETHOD OF THE HYBRID STRESS
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Abstract The non linear hybrid stress f in ite elem ents are form u lated for the compositem aterials in wh ich the
in p lane shear stress and strain obey a nonliner relat ionship. The deta iled strategy and procedures fo r the iterations
of displacem ent and stress fields are g iven. A schem e to improve the iterat ivem ethod o f the stress fie lds is presen
ted to accelerate the iterat ion convergence and overcom e the divergent prob lem in the sim ple stress iteration fo r large
load. The nonlinear hybrid stress finite elem ent m ethod proposed is show n to be effective regardless o f load levels
through num erical examp les.
Key words non linear com positem ateria,l hybrid stress elem en,t assum ed stress field, iterative m ethod for
stress field
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